Exercices préparatoires
Mathématiques appliquées

Ces quelques exercices n’ont aucunement pour but de commencer prématurément le programme mais
de revoir quelques points calculatoires qui peuvent entraver vos raisonnements en début d’année. Rien de

bien nouveau donc mais des remarques importantes pour la suite.
J’ai rappelé quelques méthodes, quelques résultats de cours a savoir et traité des ezemples pour que vous
ayez un modeéle rédactionnel pour les autres.

SIMPLIFICATIONS

Pour la réduction au méme dénominateur, il est important de choisir comme dénominateur com-
mun le plus petit possible (celui contenant le moins de facteurs), c’est a dire le plus petit commun
multiple lorsque 1’on est en présence d’entiers. Pour ce faire, on décompose les dénominateurs en
produits de facteurs premiers. On note les entiers premiers présents et leur ordre de multiplicité
et le ppcm sera obtenu en multipliant tous les facteurs premiers apparaissant, élevés a
la plus grande des puissances présentes.

La méthode se généralise pour les fonctions rationnelles.

Un exemple concret, :

; . % : : Pl 13 5 A s <
Réduction au méme dénominateur : Comment réduit-on par exemple la somme % + B au méme dénominateur ?

13+5_13x42+5x28_686
28 ' 42 28 x 42 T 1176°

EN TOUT CAS, PAS COMME CA :

¢ ; . 13 5 S
— On commence par déterminer le PLUS PETIT DENOMINATEUR COMMUN des fractions 2 et o 1l vaut ici :
84=2"x3x7 car: 28=2%x7 et 42=2x3x7 — onaconservé la plus grande puissance de
chaque nombre premier.
— On réduit ensuite avec CE plus petit dénominateur commun et on n'oublie pas de présenter le résultat sous
13 5 13x3 5x2 49 i 7

forme irréductible : — + — = - = — = — =—.
28 42 28x3 42x2 22x3x7 22x3x7 12

\

Simplifier les expressions suivantes :

7 8 5 4"
1A:— — — — 7G: _2n
15+9 6 2n+l

1.1 8.H = (—1)" x (—2)~!
2.B=—+— :
560 _3
5 5 9 37 %2
T — .
3.C = 9-1 x 23)3
x(w—2)+x2—4 (974 > 29)
3y 53
L t=5 2, 2 2 x5
- L= - 4 x 25
242 -3 3 -1 10. ———.
x +1x2 x%l— T 0 107 x 2
5.E:x+ it ey A— 58
r—1 x 2*(x—1)
e2x+3
6. F = In(7v/2) — In(4v/2) + In(9) W =
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Définition-théoreme (Rappels sur les puissances)
e Définition : Soient x€ Retn€ N.
On appelle x puissance n le nombre x" définipar: x"=xx...xx avec: x"=1 parconvention.
e n faks
" 1 ) 10 G | 1
— " dé $ o= — ] == x...x—.
on appelle x puissance —n le nombre x " défini par: x o (x) xx xx
et (xy)'=x"y".

Siz %30,

» n
e Régles de calcul : Pourtous x,y ERetmneN: x™1=xMx"  x™ = (x")
Ces formules sont encore vraies si m ou n est négatif a condition que x et y soient non nuls.

Définition-théoréme (Rappels sur les racines carrées)
X=72

e Définition : Soit x = 0. Il existe un et un seul réel r = 0 pour lequel :
Pourtous x,y = 0: /xy=vVxx/y,

vx?=|x|.

de x et on le note /x.
o Effet sur une somme ou un produit :
In outre :

On l'appelle la racine carrée




RESOLUTIONS D’INEQUATIONS

e On commence par cherche le domaine de validité de I'inéquation.

e On se raméne "presque" toujours a une comparaison a zéro en transposant le membre de
droite dans le membre de gauche par exemple. On obtient alors une inéquation de la forme
u(z) = 0 par exemple a résoudre.

1. si u(x) est un quotient ou un produit, on fait un tableau de signes.

2. si u(z) est la somme de termes dont des fractions, on réduit au méme dénominateur, on
factorise au maximum et on fait un tableau de signes.

3. Si u est un polynéme du second degré : cf le rappel ci-dessous.
4. Soi u(z) est la somme de termes positifs alors u(z) est positif pour tout x réel.

5. On peut également étre amener a résoudre proprement dit I’équation en faisant un enchai-
nement de fonctions.

6. On peut étre amené a poser "X =".

&

Résoudre les inéquations suivantes

1 1—=2 <0 5 >1
- LT > —
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TRINOME a2 + bx + ¢ (a=0)

' : ) I Coordonnées du
Forme canonigue T
qA |, Calcul du discriminant sommet de la parabole

\a[(“%)z‘m ) \ A=bl—bkac ) b,-A

A | — i) |
(a=0 / (a>0) TG

-

& & )

Léquationax’ + bx+¢=10 Lequation ax®+ bx+c=0 L'equation
admet une solution dans R: admet deux solutions dans [2.: a®+bx+e=0
=D —b—A et ~ B n‘admet pas de
¢ 2a =" 2a =" 2a solution dans %
(Le trinome est du signe de a) Le trinome est du signe de — a entre les (Le trinome est du signe de aj
racines et du signe de a a l'extérieur
Trinome factorisable : Trinome factorisable : (Trinéme non factorisable dans T_R)
ac+bxtec=a(x—x) a+bxte=a(x—x)x—x,)

On doit étre trés prudent quand on passe a la racine carrée. Pour le moment, on s’interdira de
le faire. Comme on s’interdira de multiplier ou de diviser par une quantité contenant des x si on
n’en connait pas le signe.

ENSEMBLE DE DEFINITION

Soit u une fonction définie sur un ensemble /.

e /u(z) existe si et seulement si u(z) > 0et z € I.

e In(u(x)) existe si et seulement si u(z) > 0et z € I.

existe ssi u(x) #0et z € I.

1

\

Détermainer les ensembles de définition des fonctions suivantes :

2 A
1. f(x):\/a:—% 3-f(95):x(;71_n§)
T+ 2z
2. fla) = =T
o= 4 f(x) = In(a® + 1)



fRe'Vonsa du IB
J(x) ecuste [ss\ (-4 3 0

o <
x # O
=CY ’f_i;_,:‘ 2 O resolue en 5 des exemplcs
= Lde resoluhon d'mcquahons
x ¥ O

Ne pas confondre « la racine carrée est positive » et « la fonction racine carrée est définie
sur [0; +o0[ ».

Dans le premier cas, on dit que I'image (le résultat du calcul ) est positive, ce qui se traduit par
le fait que la courbe de la fonction carrée est située au dessus de ’axe des abscisses.

Dans le deuxiéme cas, on dit que I'on ne peut considérer la racine carrée que d’un nombre positif,
ce qui se trouve sous la racine (le radicand) doit étre positif pour que le calcul puisse se faire. Cela
se traduit graphiquement par le fait que la courbe de fonction racine carrée est dans le premier
quadrant.

PROUVER UNE EGALITE

Pour prouver que deux expressions sont égales, on peut :

1. Partir d’une des quantités et la transformer pour arriver a 'autre.
2. Transformer les deux expressions et aboutir & une méme troisiéme.

3. Montrer que la différence est nulle.

\

Démontrer les égalités suivantes :
x

1. Montrer que pour tout x réel, e *In(1 +¢e*) = — + e *In(1 4+ 7).
el‘

16 —n+1 3 2n—1 1 9 n—1
2. Montrer que pour tout n de N, (§> — (Z) =1 (1_6) .

3. Montrer que In(2 4+ \/3) =—In(2 - \/5)



On ne part surtout pas de I'égalité en elle-méme, ce qui supposerait que 1’égalité est initialement
vraie

/QeFoﬁsc_ O \____a
Honhrons que n (14@) = §/A (i -\]_?__.,3 (1)

Sua c_a_\o.) ‘g‘ormans la d.:.%perénu. e monhrong qQu elle est nulle
o (24V3) 4 £(22) = An [(zfﬁ)(z-@l O«é—i)@:—b)
- " = a* b?
= Ao 2% (1) ]
= R [4-31

s En A
\ ! ‘
D‘ !O'Jb ‘ %ﬁCL “"‘ = ( 3

Soient a et b deux réels strictement

pc_:sitifs, ne Z etu une fonction LOGARITHME NEPERIEN
définie, dérivable et strictement IS N

positive sur 1. J/ In(a x b) = In(a) + In(b)
In (5 ) = In(a) — In(b)
In(a) est la solution de e*=aq, 5 (b )
Fonction réciproque de la cela implique In(1) = 0 etIn(e) =1 In(a") = n In(a)
fonction exponentielle ]n(\/a) _1 In(a)
~ 2 A

La fonction logarithme népérien :

- est définie sur 10 ; +o<f ; .o
; : _ e = S0
Ar=1n(x) + est strictement croissante ; [In(u)] =
y=exp(x}¥ /" - 5a dérivée est x — 1? avecx > 0. l
Limites et croissances comparées : [In(u).a le méme SEHSSEJ
o1 = variation que u sur
lim In(x) = e

1}1{1 In(x) = —oo
 lim x"In(x) = 0 pour n > 0
In(x)

rliﬂ?: 0pourn=>20



Définie et dérivable sur R ;
Ax)=exp(x)=e*

| Pourx=R ety=R,
g o i =pial

4

-

+| Propriétés algébriques |- L pourxeR, e*=—~, |

ex |

-

Fonction egale a sa derivee : ‘ . |'T]'é ﬁn’tt’tun--'i
=y = o
[exp(0)=1 )&

FONCTION EXPONENTIELLE

floe)=explx)

. [ Signes et variations 'i :
| LY 7 1
J €

' %
| Pourx=Retn=Z
] giE= {EJ.']'.“

La fonction exponentielle est

| Pour tout réel x, e*> 0 |
L i

strictement croissante sur B,

e

- Equations et inéquations —.
b 4 b

NOTION D’ANTECEDENTS ET D’IMAGES
Répondre auz questions suivantes :

1. Soit une fonction f dont la courbe est la suivante :

-2 -1

1 2
-1

(a) Sur quel ensemble est définie f7 On appelle cet ensemble ’ensemble de définition de f

7



(b) Existe-t-il des réels ayant méme image par f 7 Le prouver
c) Existe-il des réels n’ayant pas d’antécédent par f dans R? Le prouver.
y

(d) Quels sont les réels ayant des antécédents par f 7 On appelle cet ensemble ’ensemble image
de f.

(e) Existe-t-il un réel n’ayant qu’un seul antécédent par f?
(f) Tracer sur ce méme repére une courbe d’une fonction g telle que tout réel de [—1, 3] admet un
unique antécédent par g dans [—2, 3]
2. Soit f la fonction définie par f(x) = e — 3.

Reprendre les questions (a), (b), (¢) (d) (e) précédentes (pour la question (d), on pourra chercher les
antécédents d’un réel y par f en résolvant f(x) =vy).

DETERMINATION DE CONSTANTES

FExercice : Etude de fonctions

Dans le plan muni d’un repére, on considére ci-dessous la courbe Cy représentative d’une fonction f, deux fois
dérivable sur I'intervalle ]0 ; +co[. La courbe C; admet une tangente horizontale T au point A(1, 4).

T A

1. Donner f(1) et f'(1).

bl

On admet que la fonction f est définie sur [0; +oo[ par : f(x) = Ln(a:) avec a et b deux nombres
x

réels.

2. Déterminer la valeur de a et de b.

3. Calculer alors f” et étudier la convexité de f.



DEMONSTRATION D’INEGALITES

On peut :

- partir de la condition sur z et faire un enchainement de fonctions pour arriver a l'inégalité
demandée.

- former la différence et étudier son signe.

- former la différence et faire I’étude d’une fonction auxiliaire afin de chercher si celle-ci n’admet
pas un maximum ou un minimum

&

Répondre auz questions suivantes :

1

1. Montrer que pour tout réel x > 2,
2+ 1

1
<6
2. Montrer que pour tout n de N*, 2"71(n + 1) > 2".

3. Montrer que pour tout x réel, e* > x + 1.

CALCULS DE DERIVEES

f(x) (x) f) S
C 0 uXv u'xv + uxy'
X 1 ' '
u u' Xy —uxvy
v 52
ax a
un nXu' Xun=!
x2 2x
'
X" nxxn-! Vu u
2/ u
1
X x2 et u' X et
Ve : In(w) '
x n(u u
2/x —
u

Pour chacune des fonctions suivantes, calculer la dérivée

1 222 —
L. f(z) = # pour tout z de |0; +o0. 5. f(z) = ;27_*_13 pour tout x réel.
1
2. = 3In(x) +1
f(x) n(2)s 6. f(x) = =1

our tout = de |0; +o0|.
3. f(z) = 22" + 52% — 222 + 62 — 7 P J0: +o0]

pour tout x réel. 7. f(z) = (32% + 1)3 pour tout z réel.

1
4 f(z)=Va+ - pour tout de ]0; +ool. 8. f(x) = e 3+ pour tout x réel.



-5
5. f(z) =1In (; 1) + x : déterminer I’ensemble de définition, la dérivée et les variations de cette

fonction.

SCHEMA DE BERNOULLI

Epreuve de Bernoulli de SUCCes S :
P(S)=pdonc P(S)=1-p

Repétition de n épreuves
identiques et indépendantes

' Schéma de Bernoulli
de paramétres netp |

Variable aléatoire X qui
compte le nombre de succés

4

Calcul de probabilite

(avecosksn): |, LOI BINOMIALE DE PARAMETRES i V\(’;f;aﬂce d(Pi X: \
— 1) = (M k(g — p)ot] neNetpel0;1] =np(1-p,
: P(X=k) (k)p (1-p)
Ir \ \ Espérancede X: | . EcarttypedeX:
P(X<k)=D P(X=i) | \ E(X)=np J o(X) = Vp(i—p)

FExercice :Lors d'une Kermesse, les organisateurs proposent un jeu de hasard.
On admet que la probabilité de gagner de 'argent est de 0,32.

On appelle partie gagnée, une partie qui rapporte de I’argent.

1. Mathilde décide de faire trois parties de ce jeu.

Les parties sont supposées indépendantes les unes des autres.

(a) Quelle loi suit le nombre de parties gagnées (bien justifier)? Faire un arbre relatant cette
expérience.

(b) Calculer la probabilité qu’elle ne gagne aucune partie.

(c) Calculer la probabilité qu’elle en gagne au moins une.

(d) Calculer la probabilité qu’elle en gagne deux sur les trois.

2. Elle décide maintenant de faire n parties. Combien de parties doit-elle faire au minimum pour que
la probabilité qu’elle en gagne au moins une soit supérieure ou égal a 90% ?

PROBABILITES ET SUITES

Pierre et Claude jouent au tennis. Les deux joueurs ont la méme chance de gagner la premiére partie.
Par la suite, lorsque Pierre gagne une partie, la probabilité qu’il gagne la suivante est 0,7.
Et s’il perd une partie, la probabilité qu’il perde la suivante est 0,8.

Dans tout ’exercice, n est un entier naturel non nul. On considére les événements :
- G, : "Pierre gagne la n'*™¢ partie"
- P, : "Pierre perd la n™¢ partie".
On pose p, = P(G,,) et ¢, = P(P,).

10



1. (a) Déterminer py, Pg, (Gs), Pp, (G2).

(a)
(b) Justifier que pour tout n entier naturel non nul, p, + ¢, = 1.
)

)

(c

(d) Démontrer, pour tout entier n non nul, que : p,1 = 0,5p, + 0, 2.

2
2. On pose pour tout n non nul, v, = p, — —.

bt

Faire un arbre pondéré entre 'instant n et 'instant n + 1

(a) Prouver que la suite (u,) est une suite géométrique et exprimer wu,, en fonction de n.

)
b) En déduire 'expression de p,, en fonction de n.
(c) Déterminer la limite de la suite (p,) quand n tend vers +oc.

~®

- Dans un premier temps, le soir méme, on relit le cours et les exercices et on les comprend.
Si des passages vous résistent, allez voir le professeur dés le lendemain pour qu’il vous aide a lever
vos difficultés.

Quelques conseils pour réussir a4 apprendre un cours de Mathématiques

- Il faut ensuite apprendre le cours et cela passe par 1’écrit : il faut recopier les formules et
démonstrations jusqu’a ne plus faire d’erreurs. Essayez de refaire le raisonnement, comparez,
corrigez et refaites-le en regardant de moins en moins votre cours.

N’apprenez pas le cours sans les exercices. Allez plutot faire des rappels de cours
tout le temps a l’intérieur des exercices, sur chaque question. Vous faites le rappel
en rouge dans le cas général, puis vous ’appliquez dans le cas de I’exercice. Vous
pouvez faire ce travail dans un cahier de méthodes pour pouvoir vous y reporter en
cas d’oubli.

- Une fois le cours appris (ce qui signifie aussi les exercices compris, refaits et assimilés), faites
des « tests de la feuille blanche » réguliérement. L’idée est simple : on prend une feuille
blanche et on écrit tout ce que l'on pense savoir sur un chapitre donné, sans consulter de for-
mulaire. Sur les suites, par exemple, on écrira tout le cours sur les suites géométriques, les suites
arithmético-géométriques, les suites récurrentes linéaires double, on donne les méthodes d’étude
de la monotonie en mentionnant & chaque fois un exemple en téte que vous savez traiter... Une
fois que vous aurez fini, il faudra aller vérifier dans un formulaire si toutes vos propositions sont
correctes.

- Ensuite, recopiez dans un petit cahier les formules et propriétés que vous avez du mal a
retenir sur le moment, les difficultés calculatoires que vous avez rencontrées, les régles
de calcul que vous avez oubliées....

- Enfin, pour 'organisation, marquez le début de votre période de travail, la fin, en décomp-
tant les pauses pour voir combien de temps effectif vous travailler dans votre semaine. Cela vous
permettra de prendre conscience du découpage de votre semaine et de la difficulté de travailler
efficacement.
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