Compléments de cours 2

Calcul algébrique

I. Principe de récurrence

1. Récurrence simple

« Principe de récurrence (simple) : on veut montrer qu'une propriété, dépendant de n un entier naturel, est
vraie pour tout n > ng ol ng est un entier naturel (en général, ny = 0 ou 1).

On note £ (n) cette propriété. On procede en trois temps :

— [initialisation] On montre que £ (ny) est vraie par une démonstration a adapter suivant I’exercice.

— [hérédité] On suppose que £ (n) est vraie pour n > ng fixé. On montre alors, sous I'hypothése que £?(n)
est vraie, que £?(n + 1) est vraie aussi.

— [conclusion] On conclut que £ (n) est vraie pour tout n > ny.

e Remarque : Le principe de récurrence, pour imager, s’apparente a la montée d'une échelle :

— si on sait monter sur le premier barreau (initialisation),
— si, une fois arrivé a un barreau donné, on sait monter sur le suivant (hérédité),
— alors on sait monter tout en haut de 1’échelle (conclusion).

* Exemples (1)

1. On définit la suite (u,) ,ev par récurrence en posant :

uy =2 et VneN* u,i =In(1+u,)

Montrer que pour tout 7€ N*, u,, > 0.
Pour tout n € N* on pose Z(n) : u, > 0.

— Linitialisation se fait pour n = 1 car la propriété concerne les n € N*. On
constate que ugp =2 > 0, donc (1) est vraie.

— On suppose que Z(n) est vraie pour n > 1 fixée (on précise n supérieur ou égal
au rang de l'initialisation). On veut montrer Z(n+1) : u,4+1 > 0.
Par hypothese de récurrence on a u, > 0. On effectue une série d’opérations
pour obtenir 'expression -+ :

u,>0doncu,+1>1

donc In(u,+1)>In1=0 par croissance de In sur R}

donc u;;1 >0

donc £2(n + 1) est vraie.
— On a donc montré par récurrence que : Vne N*, u, >0

2. Soit x > 0. Montrer que pour tout n€ N: (1+x)" > 1+ nx
Pour tout n€ N, on pose Z(n) : (1+x)" > 1+ nx
— Linitialisation se fait avec n = 0 car la propriété concerne les n € N. On calcule
séparément les deux membres de I'inégalité : (1+x)°=1et1+0xx=1.On
constate que 1 > 1, donc pour n =0, (1+x)" > 1+ nx, donc (0) est vraie.
— Onsuppose que Z(n) est vraie pour n > 0 fixé (on précise toujours n supérieur
ou égal au rang d’initialisation). On veut montrer Z2(n+1) : (1+x)"*! > 1+ (n+

Dx.
Par hypothese de récurrence, on a:

(1+x)">1+nx donc  (1+x0)"!'> (1+x)(1+nx) (puisque I'on multiplie par 1 + x > 0)

Or:(1+x)(1+nx):1+(n+1)x+£aci

=0

>1+(n+1x

On a donc finalement :
A+x0" >1+mn+1x

donc £2(n + 1) est vraie.
— On a donc montré par récurrence que: Vne N, (1+x)" > 1+ nx

e Remarque : L'initialisation est fondamentale ! En effet, on considére la suite définie par récurrence par :

Uug=-1 et Upr1=Mm+1Duy,

Essayons de monter que pour tout n € N*, u,, > 0. Pour tout n € N*, on note 2 (n) : u, > 0.
— on oublie l'initialisation...

— on suppose Z?(n) vraie pour n > 1 fixé. On veut montrer #(n+1) : u,4+; >0.0Ona:

Upe1=m+1) u, =0 car u, > 0 par hypothése de récurrence

~——
=0 =0

donc £ (n + 1) est vraie.
— il semble que 'on a montré que: Vne N*, u, >0.
Ce résultat est manifestement faux, car on calcule :

u=-1, u;=-1<0, U, =-2<0...

2. Récurrence double

Le principe de récurrence (simple) repose sur le le fait que pour montrer £?(n + 1) on a seulement besoin
de supposer & (n) vraie. Mais dans certains cas, cela ne suffit pas, il peut étre nécessaire de supposer que
22 (n) et Z(n—1) sont vraies pour prouver 2?(n+1). Une telle récurrence est appelée récurrence double. Elle
nécessite deux initialisations, pour n = ng et n = ng + 1.

« principe récurrence double : on veut montrer qu'une propriété, dépendant de n un entier naturel, est

vraie pour tout n > ny ol ng est un entier naturel (en général, ny = 0 ou 1).

On note Z2(n) cette propriété. On procede en trois temps :

— [initialisation] On montre que £ (ny) et 2 (ny + 1) sont vraies par une démonstration a adapter suivant
'exercice.

— [hérédité] On suppose que & (n — 1) et Z(n) sont vraies pour n > ng + 1 (dernier rang de l'initialisation)
fixé. On montre alors, sous I'hypotheése que 22(n — 1) et 22(n) sont vraies, que £?(n + 1) est vraie aussi.

— [conclusion] On conclut que £?(n) est vraie pour tout n > ny.

1/10



II. Sommes

Calcul algébrique

compléments de cours 2

* Exemple (2)
On définit une suite (u;) ,eN par récurrence en posant :

up=1, wu1=1, et VnelN, uyo=1uUys1 +Uy,

Montrer que pour tout n € N, u, < 2".

On procede par récurrence double en posant, pour tout n€ N, £ (n) : u, < 2".

— On initialise pour n =0 et n=1. Lénoncé donne up = let u; =1,et 2° =1 > ug et
21 =2>1=u;,donc 2(0) et 22(1) sont vraies.

— On suppose 2 (n) et Z(n + 1) sont vraies pour n > 1 fixé (dernier rang de l'initiali-
sation). On veut montrer 2(n+1) : u,+; <2" 1.
Par définition de u,, on a u,.» = Uy + U, pourtout n € N. La définition étant
vraie pour tout n (ce n’est pas encore le cas de la propriété a démontrer, ne pas
confondre), on peut remplacer n par n — 1 pour obtenir : w1 = u, + ;1.

On applique alors '’hypothese de récurrence :

Upi1= Up + Upq <2 +2"1
—~

<2” gzn—l
Comme de plus 2" = 2 x 271, 2"~1 < 2" donc finalement :
Uper <2"+2"W 1 242" =2 x 2 =271

donc 2 (n + 1) est vraie.
— Onadoncmontré que:VneN, u, <2"

e Remarque : On peut généraliser en un principe de récurrence triple ou plus.

3. Exemple de récurrence forte

Parfois, ni la récurrence simple ni la récurrence double (ni triple...) ne suffisent : il peut étre nécessaire de
supposer que toutes les propriétés 22 (k), pour k variant de 0 a n, sont vraies pour prouver & (n + 1). Une
telle récurrence est appelée récurrence forte.

» Exemple (3)
On considere la suite (u#,) ,e définie par la relation

up=1 et VneN, upp1=ug+up+---+uy

Montrer que pour tout n € N, u, > 0.

On proceéde par récurrence forte. Pour tout n € N on pose 22 (n) : u, > 0.

— ug=12>0donc ugy est vraie.

- On suppose que, pour n > 0 fixé (le dernier rang de l'initialisation) : ¥ k € [0, n],
P (k) est vraie.
On veut montrer £ (n + 1). On utilise alors la définition de u,+; et le fait que par
hypothese de récurrence, 1y, u;,...,U, sont positifs, ce qui donne :

Upe1= Ug + U] ++ Uy, =0
~ = —~—
>0 >0 >0

donc £ (n + 1) est vraie.
— On adonc prouvé par récurrenceque:Vne N, u, >0

II. Sommes

1. Définitions et premiéres propriétés

« Définition (4) (signe somme)

Soient n,m € N avec m < n. Soient u;,, Um+1, ..., Un des complexes. La somme de tous ces complexes, dite
"sommedek =m an desuy", est le complexe :

n
Y Uk =Um+ Ume1 -+ Up
k=m

Le terme général de la somme est uy, k est le compteur (ou indice de sommation), m et n sont les bornes
de la somme.

e Remarques:
— Le compteur est un indice muet, le choix de la lettre k dans la définition n’a aucune importance, on pour-

rait choisir une autre lettre (en général on utilise i, j, k, ¢) :

n n n
Z U = Z u; = Z Uj= Z Utoro
k=m i=m j

j=m toto=m

Le compteur n'a de sens que "localement"”, dans la somme.

— Enrevanche les bornes m et n ne peuvent pas en général étre modifiées, elles correspondent a des entiers
fixés (qu'ils soient concrets ou définis avant).

— Si m > n, alors la somme est vide, elle est par convention égale a 0.

— On rencontrera parfois les notations suivantes :

n
D uk=

k=m m<k<n

Uk = Z U

ke[m,n]

* Exemples (5)

5 5
- Y k=) i=0+1+2+3+4+5=15
k=0 i=0

4 .
- Y 2l=22+2%42"=4+8+16=28

j=2
1

- Y f=12=1
/=1
0

- Y (k+1°=0  puisquel1>0
k=1

- Y f=0"+17+22+3%+4%=30
0<i<4

- Y (-D=0-D+C-D+B-1)=0+1+2=3
je[13]
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» Exemple (6)
De fagon générale, un algorithme permettant de calculer une somme utilise une
n

boucle for (pour). Précisément, si S,, = Z a; I'algorithme suivant calcule S,
i=0

demander n & l’utilisateur

S=0 // initialisation de la somme

pour i variant de O & n // puisque la somme se fait de 0 & n

S=S+a_i // on ajoute a_i & la valeur de S calculée
// jusqu’alors et on affecte le résultat & S
fin pour
afficher S
100
Plus concrétement pour calculer Z on utilise I'algorithme::
k=2

S=0 // initialisation de la somme
pour k variant de 2 & 100 // puisque la somme se fait de 2 & 100
S=5+1n(k)/k // on ajoute 1ln(k)/k & la valeur de S calculée
// jusqu’alors et on affecte le résultat & S
fin pour
afficher S

« Proposition (7) (regles de calcul)
Soientm nelN avec m<n, soient um,

Zuk—um+ Z uketz uk—Zuk+un
k=m+1
Zuk—Zuk+ Z Up

=s+1

,une([] Umy--, Un € C, soit L€ C.

(on peut isoler des termes de la somme)

— On généralise : soit s € [m, n],
Z Aup =27~ Z Up
Z (Up +vi) = Z U+ Z Vk
k=m

ou inversement regrouper deux sommes en une)
— Les deux propriétés précédentes se traduisent par : le symbole Y est linéaire

(on peut "sortir" les termes qui ne dépendent pas de k de la somme)

Z (@ur+pry) =a Z ug+p Z Uk

-m+1
Va,BeC, V(uk)mgkgn,(vk)mgkgnedj" mel
k=m

(on peut séparer en plusieurs sommes les termes séparés par + ou —

k

~
—

™=

n

.Y kn=n)_
k=1

4

4. 1 k)+2

4
1_2(1 k)+Zk 2(1 k+k:Z LA+ 1+ 1
k=1 k=3 k=4

15N ?TM*“

» Remarque : Voici deux erreurs trés graves a ne pas faire :
1. Nejamais "sortir" de la somme un terme qui dépend du compteur.

n

n
Z Up X Vg # Uk X Z Uk

k=m k=m

Par exemple :
n n
Y kx2k # kx Y 2k
k=1 k=1

2. En général, une somme de produits n’est pas égale au produit des sommes :

n n n
Y ugx v # Zuk)x(zvk)
k=m k=m k=m
Par exemple :
n n n
Y kx2k # Zk)x(ZZk)
k=1 k=1 k=1

2. Sommes usuelles

« Proposition (9)

Soientn,me N* avecn <m.Ona:

n
2 1=
k=1
Par conséquent

-m+1 (nombre de termes dans la somme)

n
2 1=
k=m

e Preuve de (9)

» Remarques : attention, pour regrouper deux sommes en une, il est nécessaire que ces deux sommes aient B

les mémes bornes!

* Exemples (8)

L Y5 ,5/°=5%5,/°=5(1+2°+3%) =5x36
4 4 4

2. Y 2k+3kH) =2) k+3) kK*=20+1+2+3+4)+30+1°+2%+3*+4% =
k=0 k=0 k=0
2x10+3x30=110

Pour la premiere somme on calcule :
n termes
n N
L+ 1 ++ 1 =n
k=1 M
= k:1 k 2 k=n
Pour la seconde on écrit :
n m—1 n m—1
Y 1= 1+> 1 donc ) 1=) 1-) 1=n-(m-1) m+1
k=1 k=1  k=m k=m k=1 k=1
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« Proposition (10)

Soientne N*.

1
(i) Z k= w (somme arithmétique)

+1)2n+1
(ii) Z k* = nin 13( ntl) (somme des n premiers carrés)

nn+1)

uﬁ)Ejﬁ:(
k=1 2

> nf(n+1)*
4

(somme des n premiers cubes)

On calcule :
nl +1)@2n+1
Z k* = Z K+ (n+1)?= w +(n+1)?%  (par hypothese de récurrence)
k=1
+1)2n+1) +6(n+1)>?
= nint+@n 5 ) +6(n+1) (par réduction au méme dénominateur)
(n+1)@2n*+n+6n+6) ,
= 5 (en factorisant par (n+1))
_ (n+1)(2n*+7n+6

6

e Preuvede (10)

(i) Onvadonner deux démonstrations.

(a) On écrit cette somme en extension de deux facons et on en fait la somme :

1 + 2 + - + n-1 + n
+ n + n-1 + - + 2 + 1
= (n+1) + (n+1) + -+ + (n+1) + ((n+1) = nxn+1)
donc ; ;
nn+1
22k=n(n+1)<:> Zkz(—)
k=1 k=1 2
L +1
(b) Par récurrence. Pour toutn € N on note 2 (n) : Z k= %
k=1
1
- > k=1 etw =1 donc 2(1) est vraie.
k=1
— On suppose 2?(n) vraie pour n > 1 fixé. On veut montrer Z(n +1) : Z”“ k=
(n+1)(n+2)
.
On calcule :
n+1 n(n 1) R )
Z k= Z k+(n+1)= ———+(n+1)  (par hypothése de récurrence)

B n(n+1)+2(n+1)

2
B (n+1)(n+2)

2

(par réduction au méme dénominateur)
(en factorisant par (n+1))

donc P (n + 1) est vraie.

1 nn+1
— On a donc démontré que pour tout n € N*, )" k = %
k=1
nn+1)2n+1
(ii) On procede par récurrence. Pour n € N* on note 2 (n) : Z K= %
k=1
1
- Y K¥=1"=1 etw =1donc (1) estvraie.
k=1

(n+1)(n+2)2(n+1)+1) _ (n+1)(n+2)2n+3)
6 - 6 :

- On suppose & (n) vraie pour n > 1 fixé et on veut montrer 2(n +1) : Zn+1 K2 =

(n+1)(n+2)2n+3) _ (n+1)@2n*+7n+6)
' 6 - 6
n
— On a donc démontré que pour tout n € N*, Z k? = 5
k=1
(iii) a faire a titre d’'exercice pour s'entrainer (par récurrence).

donc P(n+ 1) est vraie.

nn+1)2n+1)

e Remarques :

nulles, et les formules sont toutes nulles pour n = 0.
— On a plus généralement :

Zk 0+Zk_

i 202+ Z 12 nn+1)2n+1)

k=0 k=1 - 6

n (n+1)
=0+Y kK= (n )

Ye=ory 2

« Proposition (11) (somme géométrique)

Soientne N etxe C.

n l_xn+l .
Z xk = 1-x Sl.x # 1
n+1 =

=0 six=1

compléments de cours 2

- Les formules précédentes sont aussi valables pour 7 = 0 : en effet, dans ce cas les sommes sont vides donc

e Preuvede (11)

n+l
Si x =1, alors pour tout k € [0,n], x* = 1 donc Y x* = Z l=n+1.
k=0 k=0
n 1— xn+1
On suppose désormais x # 1. Pour tout n € N, on pose 2 (n) : Z xk = 1
k=0 -4
0 1— x0+1 1—x
- Y i =x=1e = —= =1 donc 2(0) est vraie.
n+l1 1-— xn+2
— On suppose P (n) vraie pour n 2 0 fixé. On veut montrer ?(n+1) : Z x" = ﬁ
k=0 -
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On calcule : Dans le paragraphe qui suit, on exploite cette technique de calcul pour obtenir de nouvelles sommes.
n+1 K n k 1- xn+1
Yoxk=Y xFat = - x"Y (par hypothese de récurrence)
k=0 k=0 X b) Nouvelles sommes usuelles

_ n+l n+l _ ,.n+2
1—-x +Xx X L. R . .
= 1 (en réduisant au méme dénominateur)
-X
1-— xn+2

= 1-x « Proposition (13) (sommes arithmétiques décalées)

. Soientn,me N avec m < n.
donc 2?(n+1) estvraie. el termes extrémaux nombre de termes

& 1-x —— e e
— Onadoncdémontréque:VnelN, Z xk = (m+n) (n-m+1)

— n
— 1-x Z k=
k=0
O k=m 2

« Corollaire (12) (nouvelles identités remarquables)

Soitn e N*. Pour tous x,y € C : > Preuve de (13)

On effectue le changement d’indicei =k—m+1 (donck=i+m-1, k=m=i=1,k=n=>i=
n = k n n (= k. n-1-k n-m+1):
M-1=(x-1 ) x et xX"—y"=(x-y ) xy
k=0 k=0 n n—-m+1 n—-m+1 n—-m+1 n-m+1)n-m+2
k=) (+m-1= ) i+ Y (m-1 =" X )t (- m+ Dm-1)
k=m i=1 i=1 i=1 2
_(m-m+1)(n-m+2+2m-2) (n—-m+1)(n+m)
e Preuvede (12) 2 2
— Premiére identité : si x = 1, alors les deux membres de l'égalité sont nuls. On suppose donc O

x #1, il Sagit de la formule démontrée précédemment multipliée par (x — 1).
— Deuxieme identité : si y = 1 on retrouve la premiere et si y = 0 les deux membres valent x" et

1 5 =X N o e 2z 2 . 2 2z
sont donc bien égaux. On suppose y # 0, x et on pose X = v AlorsX #1letona: « Proposition (14) (sommes géométriques décalées)

\" x n=1(5\k x n-1 n-1 Soientn,me N avecm <netxe(C.
y ="V v )is =0 n U A |
Z xk = 1-x
O =m { n-m+1 six=1
3. Exemples de calculs de sommes par réindicage
* Preuve de (14)
a) Un exemple Si x # 1, on effectue le changement d'indicei = k—m (donck=i+m,k=m=1i=0,k=n>
i=n-m):
1099 n " n-m n-m 1 — x-m+l
Comment calculer, sans faire trop d’efforts, la somme Z k? On peut bien str utiliser larelation de Chasles, Yoxt= ) X=X ) X =" T
k=100 k=m i=0 i=0 -
mais on peut faire autrement en essayant de se ramener a une somme connue en démarrant par exemple a ) ) ) . .
k=1 Six=1alorsilyan—m+1 termes égaux al dans la somme, d'oit la formule. O

On effectue un réindicage (ou une réindexation) en posant, dans cet exemple, i = k—99 (donc k =i +99).

Ainsi, lorsque k =100, i =100-99 =1 et lorsque k =1099, i =1099-99=1000.On a: , .
¢) Sommes télescopiques

1099 1000 1000 1000 1000 x 1001 1000
Y k=) (+99=) i+ ) 99= +99 ) 1=500500+ 99 x 1000 = 599500
k=100 i=1 i=1 i=1 i=1 * Exemples (15)
n
¢ On veut calculer la somme : k+13-1°
e Remarque : Attention, on ne peut faire des réindicages qu'en posant i = k+¢ oui = -k + ¢ ou k est ved wet k; ( ) )
I’ancienne variable, i la nouvelle et £ un entier. Il n’est pas possible par exemple de poser i =2k ou i = 3k. On pourrait bien str utiliser les formules, mais il est plus malin ici de séparer la
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somme en deux et de réindicer :

n n+l n
Y ((k+1)°-k%) = Z(k+1)3 Zk3 Zz -Y K  (posanti=k+1)
k=1 k=1 k=1 i=2 k=1
n+l

= Z - Z k>  (enrenommantl'indice k)

n

n
Z +(n+13-13- Y i3 (en isolant les termes extrémaux)
k_

=(n+1°-1

On constate que le résultat est égal au dernier terme de la somme moins le premier,
on appelle une telle somme une somme télescopique.

k
e Que vaut la somme Z ln(k 1)

n
On calcule : Zln( ) Y (n(k+1)-In(k) = In(n+1) —In(1) = In(n +
k=1
1) (par télescopage)

1
k(k+1)
1 1 k+1—k 1
k k+1 k(k+1) k(k+1)
1 1
R, - _ _ = 1 -
kglk(k+1) Z(k k+1) 1 n+l

e Que vaut la somme Z

Il faut retenir que :

On calcule alors

(par télescopage)

n+1

II1. Produits

1. Définitions et premiéres propriétés

« Définition (16) (signe produit)

rait choisir une autre lettre (en général on utilise i, j, k, ¢) :
n n n n
[Tue=Jlui=]lu= [l woto
k=m i=m j=m toto=m

Le compteur n'a de sens que "localement”, dans le produit.

fixés (qu'ils soient concrets ou définis avant).
— Si m > n, alors le produit est vide, il est par convention égal a 1.
— On rencontrera parfois les notations suivantes :

n
[Tu= I1 w= I w
k=m

m<k<n ke[m,n]

- Le produit est nul si et seulement si l'un des facteurs est nul!

* Exemples (17)

5
_H Hl:1><2><3><4><5:120

l:

Z
E

- [[k+1*=1  puisque1>0

— JI i#=1°x22x3?x4*=1x4x9x 16="576
1<i<4

- ] G-D=0-Dx2-1)xB-1)=0x1x2=0
Jjel1,3]
n

— H1:1X1X~-~><1:1

* Exemple (18)

De facon générale, un algorithme permettant de calculer un produit utilise une boucle
n

for (pour). Précisément, si P, = H a; I'algorithme suivant calcule P, :
i=0
demander n & 1’utilisateur

P=1 // initialisation du produit
pour i variant de 0 & n // puisque le produit se fait de 0 & n
P=Px*a_i // on multiplie par a_i la valeur de P calculée

// jusqu’alors et on affecte le résultat a P

Soient n,m e N avec m < n. Sozent Um, Um+1,-- -, Uy des complexes. Le produit de tous ces complexes, dit fin pour
"produitde k = m an des uy", est le complexe : afficher P
n 50 1.2 _
[T uk =t x Uy < -+ x up Plus concrétement pour calculer | | on utilise I'algorithme :
Le terme général du produit est uy, k est le compteur (ou indice de produit), m et n sont les bornes du P=1 // initialisation de la somme
produit. pour j variant de 3 & 50 // puisque le produit se fait de 3 & 50

e Remarques:

— Le compteur est un indice muet, le choix de la lettre k dans la définition n’a aucune importance, on pour-

a
P=P*(k~2-1)/k // on multiplie par (k~2-1)/k la valeur de P calculée
// jusqu’alors et on affecte le résultat a P
fin pour
afficher P
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— Enrevanche les bornes m et n ne peuvent pas en général étre modifiées, elles correspondent a des entiers
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« Proposition (19) (regles de calcul)

n n n n-1
[T uk=umx ] ucet [] ux= ( I1 uk) xu,  (on peutisoler des termes du produit)
k=m k=m k=m
n S
On généralise : soit s € [m, n], IT uc = ( I uk) x ( I1 uk) (relation de Chasles)
k=m k=m

n n
H Ay = A+ l_[ Uk (on peut "sortir" les termes qui ne dépendent pas de k de la somme mais
k=m k=m

Soient m,n € N avec m < n, soient Uy, ..., u, € C, vy,..., v, € C, soit L € C.

k=m+1
n

k=s+1

attention a la puissance)

n n n

H (U x vg) = ( H uk) X ( H vk) (on peut séparer en plusieurs produits les termes séparés par x
k=m k=m k=m
ou + ou inversement regrouper deux produits en un)

n
Vi H "

k=m
regrouper deux produits en un)

= (on peut séparer en plusieurs produits les termes séparés par + ou inversement

2. Exemples de calculs

* Exemples (21)

» Remarques : attention, pour regrouper deux produits en un, il est nécessaire que ces deux produits aient

les mémes bornes!

* Exemples (20)

3 3
1. []57° =5[] j*=12501 x 2% x 3%) = 125 x 216 = 27000
j=1 j=1
4 4 4
2. [T@k?2%y =23 ] k*| x ] 2*|=8x576 x512
k=2 k=2 k=2
Mm_,i &i Z1 1
3. == =[l5=Il7-=5
[l;_,i¢ 1= ot 5040

» Remarque : Voici deux erreurs trés graves a ne pas faire :

1. Ne jamais "sortir" du produit un terme qui dépend du compteur.

2. En général, un produit de sommes n’est pas égal a la somme des produits :

n n
[T wexvie # wex [] vk
k=m k=m

Par exemple :

n n
HkXZk # k% HZk

k=1 k=1

[T ux+vi) # (H uk)+(l_[ Vk)
k=m k=m k=m

Par exemple :

k=1 =1

=~

11 (k+2%) # (]‘[ k)+(kn12’“)
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L 1
e Calculer [ | (1 + —,).
j=1
Dans ce cas, on constate que pour tout j € [1,n], 1+ % > 0, on peut appliquer le
logarithme au produit afin de transformer le produit en somme :

L 1 1 1 1l j+1 ) . . ) )

In[{1+=||=Y In{1+=|=) In|— (réduction au méme dénominateur)

j=1 J 1 JJ) o j=1 J
=) In((j+1-In()))
=ln(n+1)-In(1) =In(n+1) (par téléscopage)

Finalement, par passage a ’exponentielle il vient :
n 1
I (1 + —,) =D =y
j:l ]

e Calculer la méme somme par une autre méthode.
On peut écrire directement :

o EAL

”( 1) nojr1 IG,G+D
j=1 J 1—[7:1]'

Puis, en réindi¢cant la deuxieme somme comme pour la technique des sommes té-
lescopiques :

(enposanti=j+1)

j=1 j=1
n+l
[1J
_J=2 .
== (en renommant j)
[13
j=1
n
(n+1) x H j
5
= —n] (en isolant les termes extrémaux)
1x[]j
j=2
n+l . . )
=—] = n+1 (en simplifiant la fraction)
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IV. Sommes doubles

1. Introduction

Soient n, p deux entiers naturels non nuls. Soient n x p complexes notés a;, i € [1,n], j € [1, p]. On peut

représenter ces nombres dans un tableau a 7 lignes et p colonnes :

Cela correspond a I’écriture

sommes de chaque ligne

aynl ap . ay p
a azp ... Gy (i indice des lignes)
(aij) (j indice des colonnes)
nl Gp2 ... App Cela correspond aussi a I'algorithme :
Alors la somme de tous ces complexes se note demander n et p a l’utilisateur
S=0 // initialisation
2: aij ol encore 2: aij pour i v§r1an? de 1 a n\ // sommatlon.par ligne .
1<i<n ic[Ln] pour j variant de 1 & p // sommation des termes de chaque ligne
1<j<p jelLp] S=s+a_{i,j}
fin pour
C’est une somme double, il y a deux indices de sommation. fin pour
Dans le cas particulier ou p = n, on peut noter de facon plus synthétique : afficher S
>, aij=_ ), aij « Exemple (22)
1<i<n 1<i,j<n
1<j<n
n p n p
Yoaj=) > ijl=) > (car i ne dépend pas de j)
) 1<i<n i=1\j=1 i=1 \j=1
2. Méthodes de calcul Isjsp
. plp+]) (p+1) & .
:lepp _ PP x Y i  (car p ne dépend pas de i)
On va détailler les deux principales méthodes. Pour calculer une somme double, on va se ramener au cas i=1 2 2 i=1
connu des sommes simples. Il suffit de faire d’abord la somme avec un indice, puis avec 'autre. _plp+1) y nn+1) npn+1)(p+1)
2 2 4
a) Sommation par lignes Ce qui se calcule aussi par 'algorithme :
demander n et p & l’utilisateur
On peut commencer par sommer tous les éléments de la premiere ligne, puis tous ceux de la deuxiéme et 5=0 , !/ ?nltlallsa?lon ) ,
.. .. N . . ;. . ) ) pour i variant de 1 & n // sommation par lignes
ainsi de suite jusqu’a la somme de la derniere ligne. Il s’agit ensuite de sommer les 7 résultats trouvés pour . ) . . .
. pour j variant de 1 & p // sommation des termes de chaque ligne
obtenir la somme totale : L.
S=5+1%]
an + ap + -+ ap = ay . fin pour
+ fin pour
afficher S
a, + apxp + + azx = (0%}
+

Il
M:§ 4o
2

Il

an]_ + anz + e + anp =
Y. aij
i=1 1<i<n
1<j<p
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b) Sommation par colonnes

On peut commencer par sommer tous les éléments de la premiére colonne, puis tous ceux de la deuxiéme
et ainsi de suite jusqu’a la somme de la derniére colonne. Il s’agit ensuite de sommer les p résultats trouvés
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pour obtenir la somme totale : c) Développement du carré d’'une somme
an 12 AQ1p Pour développer le carré d’'une somme, il faut renommer les indices (a retenir!) :
+ + +

i=1 i=1 i=1

“ ; (iai)l(zai) [$a)- (zal)x(éaj) renommant

n
p
B+ B+ o+ P = Y B = ) a
j=1 1<i<n
1<j<p « Exemple (24)
3 1'écri no )\’ n?(n+1)>?
Cela correspond aI’écriture Zi _ Z
n i=1 1<i,j<n 4

> aij=), D aij
1<i<n j=1 i=1
1<j<p —

sommes de chaque colonne

3. Autres exemples de calculs de sommes doubles

Cela correspond aussi a l’algorithme :

demander n et p a l’utilisateur a) Sommation des termes au dessus ou en dessous de la diagonale (avec n = p!)
S=0 // initialisation
pour j variant de 1 & p // sommation par colonnes On veut calculer des sommes du type :
pour i variant de 1 & n // sommation des termes de chaque colonne
S=S+a_{i,j} Y. aij, Y. aij >, aij) 2, aij
fin pour 1<i<j<n 1<i<j<n 1<j<i<n 1<j<i<n
fin pour
afficher S Il s’agit des sommes des termes qui sont au dessus de la diagonale/strictement au dessus de la diagonale/en
dessous de la diagonale/strictement en dessous de la diagonale.
* Exemple (23) D’apres ce qui précede, on dispose de deux facons de calculer :
n n
n(p P n . .
.. .. . . . . . a;; (sommation par lignes
) U:Z(ZU):Z](ZZ) (car j ne dépend pas de i) ;]Z:l ij par lignes)
1<i<n i=1\j=1 j=1 \i=1 Yoo aij=% .
1<)< i< :
ISP ISisjsn )" ) a;; (sommation par colonnes)
P p b £
l’l(l’l+1) l’l(l’l+1) . . j=1li=1
Z Z (car n ne dépend pas de j)
= = De méme :
_nn+1) y pip+1) npn+1)(p+1) 1 n
T 2 4 Z Z a;j (sommation par lignes)
: :l
Ce qui se calcule aussi par 'algorithme : > ; _ aij = n —1
I<jxn .
demander n et p & 1l’utilisateur ! Z Z aij (sommation par colonnes)
S=0 // initialisation j=2i=1
pour j variant de 1 & p  // sommation par colonnes (les 2 sommes restantes ont des écritures évidentes maintenant.)
pour i variant de 1 & n // sommation des termes de chaque colonne
S=S+ixj e Remarques :

. fin pour — Attention, dans le cas d’inégalités strictes il faut étre trés soigneux avec les bornes des sommes.
fin pour — En général, la sommation par colonnes donnera des calculs plus simples.
afficher S

« Exemple (25)
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I noJog n 1 1 (j+1) 1 &
—=ZZ—.=Z(‘Z’):Z—~X” =52 G+D
1<icj<nd sl o\ i3 =) 2 20
1| & L 1 +1 +3
:_(Z]+Zl):_(n(n ), )_n(n )
2|55 22 4

Cette somme se calcule aussi par 'algorithme :
demander n a l’utilisateur
S=0 // initialisation
pour j variant de 1 & n

pour i variant de 1 & j

S=8+i/j

fin pour
fin pour
afficher S

b) Sommation par distinctions de cas

* Exemple (26)

On veut calculer :

Y min(, j)

1<i,j<n

On peut représenter les termes dans un tableau pour mieux visualiser :

1 11 1 1 A A AR A
1 2 2 2 2 T
1 2 3 3 3 JjoJj i i i
Do n n—-1 Do I
1 2 3 n-1 n j Jj ] Jj i

On va donc séparer les cas suivant la diagonale :
- sii < jalorsmin(i,j) =1,
— sii> jalorsmin(i, j) = j.
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Y. min(, j) = min(i, )+ Y, min(G, )= ) i+ )Y j
1<i,j<n 1<i<j<n 1<j<i<n 1<i<j<n 1<j<i<n
n J n i-1 no (i n :
. jg+1) (i—-Di
=y Yy y =y ey o
j=li=1 i=2j=1 j=1 i=2
1 n ) 1 n n—lj(j+1) 1 n - 1 n ) ln—l - ln_I,
== s+ SN AR D R D Al B
237 230 4= 2 230 2;30 230 253
_(n—l)n(2n—1)+(n—1)n+n+n2_n((n—l)(2n—1)+3(n—1)+3+3n)
B 6 2 2 2 6
_n(2n®+3n+1) n(n+1)@2n+1)
B 6 B 6

Un algorithme permettant de calculer cette somme est le suivant :
demander n a 1l’utilisateur
S=0 // initialisation
pour i variant de 1 & n
pour j variant de 1 & n
s8i i<j alors S=8+i
sinon S=S+j
fin si
fin pour
fin pour
afficher S




	Calcul algébrique
	Principe de récurrence
	Récurrence simple
	Récurrence double
	Exemple de récurrence forte

	Sommes
	Définitions et premières propriétés
	Sommes usuelles
	Exemples de calculs de sommes par réindiçage

	Produits
	Définitions et premières propriétés
	Exemples de calculs

	Sommes doubles
	Introduction
	Méthodes de calcul
	Autres exemples de calculs de sommes doubles



