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Correction ou éléments de correction des

exercices de vacances

Exercice 1

1.

fn est une fonction polynéome donc dérivable sur R. Pour tout z réel, f/(z) = 52% +n donc f/ () est la
somme de deux termes positifs (car la puissance de x est pair) dont un strictement car n est un entier
naturel non nul donc f] et strictement positive sur R donc f,, est strictement croissante sur R) (elle est
donc injective...)

fn est strictement croissante et continue (car dérivable) sur R donc d’aprés le théoréme de la bijection
continue, f, réalise une bijection de R dans un intervalle (car f,, est continue et R est un intervalle) de
méme nature que R et dont les bornes sont les limites de f, aux bornes de R.

Comme f,, est un polynome, elle a la méme limite en +0o0 et —0o que son terme de plus haut degré ...donc
fn réalise une bijection de R dans R. Autrement dit, tout réel, en particulier 0, admet donc un unique
antécédent par f, dans R. Donc I’équation f,,(z) = 0 admet une unique solution sur R. On la note u,.
De plus, f,(0) = —1 donc 0 > f£,(0) et comme f, ! a les mémes monotonies que f,, u, > 0.

la différence vaut x donc est positive pour tout x positif.

Comme pour tout entier naturel n non nul, u, est positif, on a f,+1(u,) — fn(un,) = 0.

Comme pour tout n de N*, f,(u,) = 0, for1(un) = 0 puis frr1(un) = frnr1(tpe1). comme n‘jl est
strictement croissante sur R, la suite u est décroissante.

Comme elle est décroissante et minorée par 0, elle converge.

1 1
on compare les images des deux réels : f,(u,) =0et f,(—) = — > 0. Donc comme la bijection réciporque
n n°

. . 1
de f, est strictement croissante sur R, — > w,, > 0 pour tout n naturel non nul. D’aprés le théoréme des
gendarmes, comme u est encadrée par deux suites tendant vers 0, u converge et sa limite vaut 0.

Pour tout n de N*, f,(u,) = (un)® + nu, — 1 donc nu,, = 1 — (u,)°. Comme u converge vers 0, il en est

de méme pour 5. Par différence, (nu,)) converge vers 1 donc u, ~ —.
n

1
- Y
! @)° ) e s o
— —u, = —— ~ —— d’aprés les régles sur les équivalents.
n n n

1 1
Donc — — u,, ~ —-
n n

Exercice 3 : a été donné en devoir surveillé.

Exercice 8 (EMLyon 94)

1.

. Comme (N = n)

Quand N = n, X est alors le nombre de colis qui arrivent déteriorés parmi n colis envoyés indéopendamment
les uns des autres et avec la méme probabiltié 0, 1. Donc la loi de X quand N = n est une loi binémiale de
paramétres n et 0, 1.

Donc pn—n, X =k) = ( Z >O, 170,97 %si 0 < k < n et 0 sinon.

nen forme un systeme complet d’événements, alors lasérie 3, - p (X =k/N =n)p (N =n)
est convergente et sa somme est p (X = k) d’apres la formule des probabilités totales. On en calcule la somme
partielle en tenant compte des deux formules possibles pour la probabilité :.
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k—1 M
ZPN W(X=k)pN=n) = Y pnu(X=kpN=n)+ Y pnou(X=kpN=n)
n=0 n=k
n<k n>k
M =H" n!
. n n—k 70 n — -
= 0+;€(k>0109 —avecn > k: (k)k!(n_k)!
5 0,1k¢750,97F o 0,975"
= 0,1%® 0 gk ’ ’ ’
Zk' (n—k nl k! ;(n—k)!

(1) e Nk y gtk (1) emvg, 5k by 5
= k! Z T " k! Z
i=0 1=0
N
(4éo) 8_564’5 _ 0’ 5k670,5
Moo ! TR

7!

Donc X suit une loi de Poisson de parameétre 0,5
3. On admet que la loi de Y est une loi de Poisson de Paramétre 4,5.
Soient i et j € N.

(a) Comme on ne pense pas que X et Y sont indépendants, il faudra conditionner. Mais on ne connait la
probabilité qu’en conditonnant par la valeur de N. On réécrit donc (X = iNY = j) = (X = iNN = j+i).

D’ou
pX=inNY=j) = pX=iNN=i+j)=pX=i/N=i+j)-p(N=i+j)
7 i+j—1 5 5i+j
= (% .0,1°0,9 et
i Y
il - (i47)!
_ 0,5«0,45]3 _
-t
(b) Or

0,5° 0,457
——’i' 0.5 e e = p(X=inY =)

Donc, contre toute attente (puisque les colis intacts ne sont pas endommaggés...) X et Y sont indé-
pendantes. Ceci s’explique par le fait que le nombre total de colis n’est pas connu. Donc le fait de
connaitre le nombre de ceux endommagés ne permet pas de déduire le nombre de ceux intacts.

Exercice 9

1. Pour déterminer la loi de X5, il faut trouver I’ensemble des valeurs prises par cette variable et les probabilités
correspondantes. Si n=2, cela signifie que ’on fait deux tirages. Le nombre de boules blanches tirées peut
donc étre 0,1 ou 2.

P(X3; = 0)=P(On a tiré deux boules rouges).
On note B; ’événement "‘on a obtenu une boule blanche au iéme tirage".
On a alors P(Xy = 0) = P(B; N By) = P(B1)Pg, (B2) d’aprés la formule des probabilités composées.

- 1
Or P(By) = 5 car I'univers constitué des deux boules contenues initialement dans l'urne peut étre muni

de la probabilité uniforme (les boules sont choisies au hasard et indiscernables au toucher).
Pg, (By) désigne la probabilité de tirer une boule rouge auu deuxiéme tirage sachant que I'on a tiré une
boule rouge au premier. Avant le deuxiéme tirage, I'urne contient donc une boule blanche et deux rouges

d,Ofl Pgl (B_Q) - g

Dott P(Xy =0) = == = -
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1

En raisonnant de fagon analogue (faites le!), on montre que P(Xy = 2) = 3
1 1 1
lors P(Xo=1)=1— > — = = .
On a alors P(X, ) 3733

X5 suit donc la loi uniforme sur 0,1,2.

2
L’espérance de X5 est donc 1 et la variance : 3

2. Loi de X3

(a)

Avec les mémes notations que pour la question précédentes, P(X3 = 0) = P(B; N By N B3).
P(X3 = 0) = P(B1) x Pg, (B2) x Py, g, (Bs), d’aprés la formule des probabilités composées.

1 9 3
Py, = 2 Py, (B2) = 3 et Pg g, (B3) = 1 (mémes arguments que pour la question précédente).
123 1
Dot P(Xs = 0) = == = .
o PXs=0)=3533171
1
De la méme fagon, on démontre que P(X3 = 3) = e

La famille (X5 = 0), (X2 = 1) et (X3 = 2), forme un systéme complet d’événements car ces événements
sont incompatibles et que leur réunion est 'univers (0,1,2 sont les seuls valeurs possibles pour X5).
D’aprés la formule des probabilités totales, on a donc :

P(X3 = 1) = P(Xg = O)XPX2:0(X3 = 1)—|—P(X2 = l)XPX2:1(X3 = 1)+P(X2 = 2)XPX2:2(X—3 = 1)
1

DOIIC P(Xg = 1) = g(PXQZO(XS = ].) —+ PX2:1(X — 3 = ].) —+ PX2:2(X3 = 1))

Or Px,—0(X3 = 1) est la probabilité de tirer une boule blanche exactement sachant que les deux
premiers tirages ont donné une boule rouge.

1
Donc Px,—o(X3 =1) = 1 (A lissue des deux premiers tirages, ’'urne contient trois boules rouges et

une blanche, que 'on tire au troisiéme tirage)

Px,=1(X3 = 1) est la probabilité de tirer au total une boule blanche sachant que les deux premiers ti-
rages ont donné une boule blanche. C’est donc la probabilité de tirer une boule rouge au troisiéme tirge,
sachant que l'urne contient deux boules blanches et deux rouges donc, comme on a équiprobabilité

sur l'ensemble des boules contenues dans 'urne & chaque tirage, Px,—1(X3 =1) = 1

Px,-2(X3 = 1) = 0 car on ne peut avoir tirer au total une seule boule blanche sachant que les deux

premiers tirages ont donné chacun une boule blanche.
1 1 2 1

Dot PXs=1)=-x(-4+-)=-.
ou P(Xy = 1) = 3 x (;+7) = ;

X3 suit donc une loi uniforme sur 0,1,2,3.

1
=1

3. Loi de X,, lorsque n > 2.

(a)

X, (92) est l’ensemble des valeurs prises par X,,. On effectue n tirages d’une boule dans une urne
contenant toujours au moins une boule blanche et une boule rouge donc X,, peut prendre toutes les
entiers de 0 a n.

P(X, =0) =P(B; N Bz N...NB,) (probabilité¢ de ne tirer que des boules rouges) ;
P(X, =0) =P(By) x Pg, (B2) X ... x P, g, (Bn) d’aprés la formule des probabilités totales.
1 2 n n! 1
X = X .. X = = .
23 n+l (n+1)! n+l
les événements (X,,—1 = 0), ..., (X;,—1 = n—1) forment un systéme complet d’événements donc d’aprés
la formule des probabilités totales,

P(X, =0) =

P(X, = k) = P[(Xn = k)N (Xp_1 = 0)]+P[(Xp = k)N (Xp_1 = 1)]+...4P[(Xp = k)N (Xp—y = n—1)]

Or on ne peut avoir, a l'issue des n tirages, k boules blanches que si les n — 1 premiers tirages nous
ont donné au moins k-1 boules blanches et au plus k. Les événements (X,, = k) et (X,,—1 = %) avec i
différents de k et k — 1 sot donc incompatibles.

Il ne nous reste donc dans la somme que les deux termes d’indices k et k& — 1.
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(©)

P(X%l:k_l)(Xn = k) est la probabilité d’avoir abtenu k boules blanches a 'issue des n tirages sachant
que les n—1 premiers tirages ont donné k—1 boules blanches. Cela signifie que la boule tirée au dernier
tirage est forcément blanche, sachant que 'urne dans laquelle on tire contient k boules blanches et
n — (k — 1) rouges.

k
Cn+1
P(x,_,=k)(X;, = k) représente la probabilité de tirer une boule rouge dans une urne contenant k-1
boules blanches sur n + 1 boules au total.

Donc P(x, _,—x—1)(Xy = k)

n—k
Donc P X, =k) = .
onc Px, =) ) ntl
1
Soit P,, la proposition ": Vk € [[1,n]], P(X, =k) = 1 M
n

Initialisation : Pour n = 2, P, est vraie (question 2).
Hérédité : on suppose que P,, est vraie pour un certain entier n fixé supérieur ou égal & 2. Montrons
que P, 4, est vraie.
D’aprés la question 3 (b) appliquée a n + 1, pour tout k compris entre 1 et n+ 1,
P(Xni1 = k) = P(Xnp1 = k) N (X = k) + P((Xng1 = k) 1 (X = k — 1))
P(Xpq1 = k) = Px,=k)(Xn+1 = k) x P(Xy = k) + P(x,=4—1)(Xn41 = K)P(Xy, = k — 1) d’aprés la
formule des probabilités composées.
k
Or d’apres la question 3¢) appliquée & n+ 1, Pix, —p—1)(Xns1 = k) = p——) et Pix,=r)(Xnt1 = k) =
n
n+1-—k

n+2
1

De plus par hypothése de récurrence, P(X,, = k) = s PX,=k-1).
n

1 k 1 n+1l—k
D PX,11=k) =
one P(Xn+1 ) n—i—lxn—i—2+n—|—1>< n+2
1 ko on—1-k 1 n+l 1

PX,41=k) =
(Xnt1 ) n+1
Donc P, 41 est vraie.

x ) =

+ X = :
n+2 n+2 n+l n+2 n+2

Par récurrence, P,, est vraie pour tout entier n supérieur ou égal & 2.

X, suit donc la loi uniforme sur [|0; n|] donc son espérance vaut 5 et sa variance (& démontrer

n(n—1)
6

avec les formules donnant la somme des n premiers entiers et la somme des carrées de n premiers
entiers).
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Exercice 10

1.

4.

Xn peut prendre toutes les valeurs entiéres de 0 & N-1 car le nombre maximal de chgts est obtenu lorsque
le résultat est PFPFP...ou FPFP..., le premier chagement intervenant au deuxiéme lancer donc N-1 chgts
au total. Il peut n’y avoir aucun chgt également si ’on obtient que des piles ou des faces.

. X5 ne prend que les valeurs 0 et 1.

On note F; ’événement "on obtient face au iéme lancer".

Alors P(Xy = 0) = P((F1 NF2) U (F1 NFy))

P(Xy = 0) = P(F1 NF2) + P(F; NFy) car les deux evts sont incompatibles.
P(Xy =0) = P(F;) x P(F3) + P(F;) x P(F3) car les lancers sont indépendants.

1\* /1\* 1 . o
P(Xe, =0) = 3 + 3) =gcar la piéce est bien équilibrée.
Deplus P(Xo=1)=1-P(X2=0) = .

1
X5 suit donc la loi de bernoulli de paramétre 3

X3 peut prendre les valeurs 0,1 et 2.
P(X3=0)=P((F; NFyNF3) U (F; NF2NF3))
.. (& faire)

o= (1) 4 (1) =1

P(X3=2)=P((F;NFyNF3) U (F;NFyNF3))

.. (4 faire) |

()
P(><3_1)_1_i_1

P(Xx = 0) = P((F1 (1 Fa. NP3 U (F1 1 o ()

1
PXy = 0) ( > < ) car les lancers sont idéntiques et indépendants et que la piéce est bien

[\

équilibrée.

- )"~ (1)

Pour calculer P(Xy = 1), on fait un arbre de choix :

on commence par choisir la place de I'unique changement : N-1 possibilités.
Ensuite, on choisit le résultat du premier lancer : deux choix.

Tous les autres lancers sont alors déterminés entiérement par ces deux donnés.

Comme la piéce est bien équilibrée et les lancers indépendants, on est dans une situation d’équiprobabilité,
l'univers étant I’ensemble des N listes de I’ensemble Pile, Face, dont le cardinale est 2N,

N
Donc P(Xy = 1) = % =2(N-1) (;) .

(a) Pour tout entier k de {0,...,N — 1}, Px—r(Xn4+1 = k) représente la probabilité qu’il n’y ait pas de
chagement entre le N iéme et le (N+1)iéme lancer donc la probabilité que le (N+1)iéme lancer donne

le méme résultat que ce qui précéde, soit —.
(b) Pour tout entier k de {0,...,N —1} ,P(Xn41 —Xn =0NXy = k) = Pxyet(Xnt1 —Xn = 0) xP(Xy =
k), d’aprés la formule des probas composées.
PXnt1 —Xn=0NXy = k) = Pxpu(Xny1 = Xn) * PXy = k)
PXnt1 —Xn=0NXy =k) =Pxyct(Xnt1 = k)« PXn = k) = 3 (XN = k).

(c) Les événements (Xy = k) pour k variant de 0 & N-1 forment un systéme complet d’événements donc
d’aprés la formule des probabilités totales,

N-1
PXny1 —Xn=0)= > P(Xny1 —Xn=0N(Xn =k))
k=0
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N-11
PXnt1 —Xn=0)= > §P(XN = k) d’aprés la question précédente.
k=0
1N 1
PXnt1 — Xy =0) = B Y PXn=k) = 5 car Les événements (Xy = k) forment une partition de
k=0

l'univers.

(Xnt+1 — Xn)(©) = {0,1} car entre ne Niéme et le (N+1)iéme lancer, il peut y avoir au plus un
changement.

1 1

Comme P(Xny1 — Xy =0) = 3 on en déduit que P(Xn41 —Xn=1) = 5 donc Xni1 — Xy suit la
1

loi de Bernoulli de paramétre 3

1 1
Donc E(Xn4+1 — XN) = 3 Par linéarité de l'espérance, E(Xyy1) — E(XN) = 3 d’ou le résultat.
On pose uny = E(Xy).
1
On remarque d’aprés la relation précédente que la suite u est une suite arithmétique de raison 3
1 1

1 1
Donc uxy = us + 3 X (N —2). Donc E(Xy) = 3 + i(N_ 2) = i(N_ 1).
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Exercice 11 (EMLyon 2002)
1. Etude préliminaire

(a) Comme on sait que la série converge, on travaille directement la somme pour tout réel x de [0,1] :

00 n 00 1
So(x)zz<o)x":§:xn:1_x
n=0 n=0

w=5 (3B

(b) Pour tout couple d’entiers naturels (n, k) tels que k < n, on a k+1 < n donc les coefficients s’écrivent
sous forme factorielle :

(Z)+(kil ) - k!(nn!—k)!+(k+1)!(zl—k—1)!

B (k+1)n! (n—k)n!
E+)l(n—k)! " (k+ Dl (n—k)
(n—k+k+1)n! (n+1)!

(k+ D! (n—k)! (k+ D! (n—k)!
- n+1
- E+1
(c) On démontrePour tout entier naturel k et pour tout réel = de [0, 1], déduire de la question précédente :

+oo —+oo
sk (x) + xSy (x) :xz ( Z )x"+x Z < kil )x"
n=k

n=k+1

On calcule les sommes partielles :

M M M M
n n n n o _ n n—+1 n n+1 k k+1 :
xZ(k>x +xz<k+1>x = Z<k>x +Z(k+1>x +(k>x en isolant les
n==k n=k+1 n=k+1 n=k+1
M
_ n n n+1 k+1
= > (1) (W ))emree
n=k+1
M +1
_ n n—+1 k-+1
. (,M )x o
n=k+1
+1
_ m z™ + E+1 k+1
- k+1 k+1
m=k+2
M+1
— m m
= Y (W)
m=k+1
+oo
n
- > (k:+1 )xnzskﬂ(w)

et donc sgy1(x) = zsk(x) + xspr1(x)

(d) Soit x € [0, 1[. On fait apparaitre la relation de récurrence qui permettra de déterminer siy; a partir

de sy :
T

Sk+1(x) = xsp () + xsK41(x) donc sg41(z) (1 — z) = zsg(z) et spy1(x) = si (z)

1 20
— pour k =0on a so(x) = .= A—2071

1—2z
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k
— Soit k > 0 tel que sp(x) = ujcw alors
k
x x x
seri(®) = s (@) -2z (-2 1-g
o1
= (1 — z)kt1H

2k

-D tout entier k = —

onc pour tout entier sp(x) = Aoy

2. Etude d’une expérience aléatoire

(a)

Si on continue le tirage des boules aprés la noire, le rang de la premiére reste le méme. Donc la loi de
N est celle de la premiére boule noire obtenue dans une suite de tirages indépendants ayant tous
la méme probabilité 1/5 de donner une boule noire.

Donc N — G(1/5) et E(N) = 1/5 =5

Quand N = n, on effectue n tirages indépendants dans 'urne. Donc le nombre X de boules noitres
obtenues suit une loi bindmiale de parameétres n et 1/5. Donc pour k € [[0,n]] : p(X = k/N =n) =

k n—~k
1 4
k - - .
Cn<5) <5> et 0sik>n

Comme la probabilité dépend de la valeur de n, on utilise la formule des probabilités totales en

conditionnant avec comme systéme ccomplet d’événements (N = ”)ne[[l o[

La série est convergente et

p(X pr 0/N = n)p (N n)—g‘j(é)n(g)nl;

=1
avec 0<n "

on regroupe les puissances pour n’avoir qu’une puissance n et on factorise les constantes :

p(X=0) = ;Z( >2n:i<§<§)2"_(3>0>

n=1

car |16/25| < 1
(N'=n),,¢((1,400[f €St 18 encoire un systéme complet d’événements. Mais dans la formule des probabil-
tiés totales, seules les termes pourlesquels n > k seront non nuls

p(X=k) =) p(X=k/N=n)p(N=n)

On calcule la somme partielles (le découpage de la somme peut se faire si k > 1) :
S = kN =mp=m = o3 ok (D) (A4
n:lp - B s - N n=1 n=~k "\5 5 5 5
B 4 —k—1 1 k+1 EM: o é n

5 5 5

1\ k1 M 1

- () 2e()
n==k

AR S ) M I U3
M—+oo \ 4 (1- ))’f“ S 4k 9k 94

pX=Fk) = (3)k§2

3=

S
Cl\ﬂ?‘»ﬂ oo
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(e) On étudie 'absoue convergence de la série > ;o k - p(X =k) :

M M
Ylk-pX=k)| = Y k-pX=k)+0
k=0 k=1
M k M k
4\"* 2
= > k(: BB >k il I
9) 36 36 9
k=1 k=0
25 5
o2 _
(-4

la série converge car |4/9| < 1. Et la somme de la série sans valeuir absolue est 1

(f) On a pour k > 1 (pour pouvoir mettre & part le terme pour k =0 )

b 4 SNt 4 25 (L
PX<h = ZP(X:”:N;(g) 36:9+36<Z<9) ‘1>
_l’_

1=0 =0
_a (@ ) e s (@) g
9 36 -1 9 36 -2
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Exercice 12

1. (a) Ona
Jo=Ao, Ji=AoNA1, Ja=ANANAy, J3=ANAiNANAs Ja=AgNANANA3N AL
ce qui nous fournit directement les probabilités attendues
Calcul de p(Jo) : p(Jo) = p(Ao) =1

Calcul de p(J1) : p(J1) = p(Ao N A1) = p(Ao)pa, (A1) =1 x
ciomposées.

2
=3 d’aprés la formule des probas

wil o

2 2 2
Calcul de p(J2) : p(J2) = p(Ao N A1 N A2) = p(Ag)pa, (A1)pagna, (A2) =1 X 3 X 3= (§)2
Calcul de p(J3) :
2 2 2.
p(J3) = p(Ao N AL VA2 N As) = p(Ao)pao (A1)Paonas (A2)Paonainas (As) =1 x 5 x5 x o = (3)

P =1 | p00) = 5 | p(02) = 5 | p0s) = (3)°

Justification des calculs de probabilités :
Si le jeton A se trouve dans la cas Cy aprés un certain nombre d’opérations et qu’il doit y étre encore a
I’issue de 'opération suivante, cela signifie que I’on doit pioche le jeton b ou c. La probabilité de piocher

. , 1
le jeton b ou ¢ étant — + - =

3t3=73 (univers munie de la loi uniforme) chaque probabilité conditionnelle

) .2
est égale a 3

2
P(Jn) =p(AoNAL N AN - N A1 NA) = p(Ao)pa, (A1)pagna, (A2) - Pagn A nAon-nA,_; (An) = (g)n

n événements

2. (a) D2 Z.AoﬂBl ﬂ.AQ, D3 :Aoﬂglﬂlggﬂflg et D4 :AoﬂBl 0820830./44
L’événement D; est impossible (pour revenir pour la premiére fois en Cy, il faut avoir quitter Cy puis
revenir & Cy, ce qui implique au moins deux opérations) donc p(D1) =0
Calcul de p(D») :

p(D2) = p(Ao N B1 N Az) = p(Ao)pa, (B1)paons, (A2) =1 x

Justification des calculs de probabilités :
DA, (B1) : le jeton A se trouve dans la cas Cy et il doit aller dans la case C;. Cet événement se réalise
si et seulement si le jeton A change de place, c’est-a-dire que 1’on pioche le jeton a. La probabilité de

piocher le jeton a étant 300 apa, (By) = 3

DA,nB, (A2) @ le jeton A se trouve dans la cas Cy a l'issue de la 1%€re opération et il doit aller dans la
case Cg. Cet événement se réalise si et seulement si le jeton A change de place, c¢’est-a-dire que l'on

pioche le jeton a. La probabilité de piocher le jeton a étant 3’ on a pa,ng, (Az2) = 3
Calcul de p(D3) :

p(D3) p(Ao N B1 N BN Asz) = p(Ao)p.a,(B1)pagns, (B2)paons,ns, (As)

1 2 1 1.,,2
= 1 — — — = (- 2z
“3x3x3- GG
Justification des calculs de probabilités :

PA,nB, (B2) : le jeton A se trouve dans la cas C; & lissue de la 1" opération et il doit rester dans

10
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la case Cp. Cet événement se réalise si et seulement si le jeton A ne change pas de place, c¢’est-a-dire
1 2

que ’on pioche le jeton b ou c. La probabilité de piocher le jeton b ou ¢ étant 3 + 3= 3 on a
2

PANB, (62) = §

DA.nBinB, (As) @ le jeton A se trouve dans la cas C; et il doit aller dans la case Cy.Cet événement

se réalise si et seulement si le jeton A change de place, c’est-a-dire que ’on pioche le jeton a. La

1
probabilité de piocher le jeton a étant 37 Ol & PANBi B, (A3) = 3
Calcul de p(D,) :
p(Ds) = p(AoN BN BN B3N As) = p(Ao)pa,(Br)paons, (B2)paens,ns, (B3)pa,ns,nB.nss (Aa)
1 2 2 1 1 2
= Ix-x=x-x-=(=)2x(5)?
3 3 3 3 3 3

Justification des calculs de probabilités :
DPA.nBinB, (B3) : le jeton A se trouve dans la cas C; a l'issue de la 21me opération et il doit rester
dans la case Cy. Cet événement se réalise si et seulement si le jeton A ne change pas de place, c’est-

2
a-dire que l'on pioche le jeton bou c. La probabilité de piocher le jeton b ou cétant 3 + 3= 3 on a
2
PANBiINB, (B3) = 3

P AByBanBs (Ad) 1 le jeton A se trouve dans la cas Cp & lissue de la 3%™¢ opération et il doit aller

dans la case Cy. Cet événement se réalise si et seulement si le jeton A change de place, c’est-a-dire

1
que l'on pioche le jeton a. La probabilité de piocher le jeton a étant 3 O & P A,nB; NBanBs (Ag) = 3

p(D) =0 | p(Da) = () | p(Ds) = (G12C) | p(Da) = ()2C)2

Sin}?,ona:Dn:AoﬁBlﬁBgﬁ~~ﬂBn_1ﬁAn
Calcul de p(D,,) lorsque n > 2 :
p(Dn) = p(AoﬂBlﬂBgﬂ~-ﬂBn_2ﬂBn_1 ﬂAn)

n—1 événements

= p(Ao)pa,(B1)pAagnB. (B2) -+ PAsnBiNBan--NBa s (Br—1)DAonBinBan--nB,_; (An)

1 2 2 1 2 1

= Ix-X =X--x= x==(2)"2x(5)?

3 3 3 3 3 3
|

n—2 événements

Vn>2, p(Da) = (5" x (5)°

Justification des calculs de probabilités :
DAoNBiNBan--nB, (Br+1) : le jeton A se trouve dans la cas Cy a I'issue de la k°™¢ opération et il doit
rester dans la case C;.Cet événement se réalise si et seulement si le jeton A ne change pas de place,

c’est-a-dire que I’on pioche le jeton bou c. La probabilité de piocher le jeton b ou c¢ étant 3 + 3= g,on
2

& PAoNBLNBan--nBy, (Brg1) = 3

PAGAByNBar--nB,_, (An) @ le jeton A se trouve dans la cas C; & lissue de la (n — 1)¥*™€opération

et il doit aller dans la case Cp. Cet événement se réalise si et seulement si le jeton A change de

place, c’est-a-dire que l'on pioche le jeton a. La probabilité de piocher le jeton a étant 3’ on a
1

PAomBmBQmmmBn,l(»An) = 3

La position du jeton A & l'issue de le (n+1)™¢ opération dépend de la lettre obtenue (a,b ou ¢) mais
aussi de sa position & lissue de la n**™€ opération. Etant donné que la position & lissue de la niéme

11
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opération précéde I'obtention de la lettre, on introduit la famille (A,, B,) qui constitue un systéme
complet d’événements. On a donc :

2 1
P(Ant1) = P(An 0 Ang1) +p(Ba 0 Antr) = p(An)pa, (Ans1) +p(Bn)ps, (Ant1) = 50(An) + 5p(Ba)

3
1 2
p(BnJrl) =p(A, N Bn+1) +p(8n N BnJrl) = p(An)pAn (Bn+1) + p(Bn)an (Bpy1) = gp(An) + §p(8n)

P(Ans1) = 2p(An) + 2p(By)

Vn > 0, f ;
p(Bn—H) = gp(-An) + gp(Bn)

Justification des calculs de probabilités conditionnelles :
pa, (Ant1) : le jeton A est dans la cas Cy et il doit se trouver a I'issue de I’opération suivante dans la
case Cp. Cet événement se réalise si et seulement si le jeton A ne change pas de case, c’est-a-dire si 'on

obtient les lettres b ou c. Puisque la probabilité d’obtenir les lettres b ou c est —,on a pa, (Ap41) = 3

pB, (Ant1) : le jeton A est dans la cas C; et il doit se trouver & l'issue de l'opération suivante dans
la case Cy. Cet événement se réalise si et seulement si le jeton A change de case, c’est-a-dire si I'on

1
obtient la lettre a. Puisque la probabilité d’obtenir la lettre a est 3 onaps, (Apt1) = 3

pa, (Bny1) : le jeton A est dans la cas Cq et il doit se trouver a l'issue de 'opération suivante dans

la case C;. Cet événement se réalise si et seulement si le jeton A change de case, c’est-a-dire si 'on

1

1
obtient la lettre a. Puisque la probabilité d’obtenir la lettre a est 3 onapa, (Bny1) = 3

pB, (Bn+1) : le jeton A est dans la cas C; et il doit se trouver & I'issue de 'opération suivante dans la
case C1. Cet événement se réalise si et seulement si le jeton A ne change pas de case, c’est-a-dire si 'on

2

2
obtient les lettres b ou c.Puisque la probabilité d’obtenir les lettres b ou c est 3’ on a pg, (Bpy1) = 3

(b) Pour tout entier n > 0, on définit la proposition suivante :

1 1 1 1
(Pr): P4 =54 g @ PB) =5 55

Initialisation : Puisque le jeton A est au départ dans la case Cy, on a : p(Ag) = 1 et p(By) = 0.
D’autre part, on a

TR
2%x30 2 2
(S S N S
2 2x30 2 2
. 1 1 1 1 .
donc on a bien p(Ag) = §+m et p(Bo) = 37 5% 30 donc (Py) est vraie.

Hérédité : supposons (P,,) vraie pour un certain entier n fixé et montrons (P,41), c’est-a-dire,
supposons que

1 1 1
n) — 3 t n) — 35 —
P =5+ 555 o pB) =5 - 555
et montrons que
(A )_14_; t p(B )_1 1
PiAntt) =9 T oignrt &0 PPntl) = 5 = o g
2 1
p(A7L+1) = gp(An) + gp(Bn)
Pour commencer, on a et parhypothése de récurrence, on a alors :
1 2
P(Bny1) = gp(-An) + gp(Bn)
1 1

p(Bn-H) =

2 /(1 1
pee) =3 (5 30 +

1

3

1+ 1 +
2 2x3"

1
2

1 1 _1. 1 11 1

2 2x3n) 2 x 3ntl 3o+l T 9 9 3ntl
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donc (Pp41) est vraie.
Conclusion : par récurrence, Vn > 0, (P,) est vraie, c’est-a-dire que

1 1
t p(B,) =~ —
5 Taxgs o PB) =555

13
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Exercice 13
On commence par traduire I’énoncé. Pour cela, on introduit naturellement les événements

I:" étre un contrevenant involontaire " et V : " étre verbalisé "

1 - 3 1 1
On a donc : p(I) = T p() = T pi(V) = o € pr(V) = 0
1. Il s’agit donc de calculer la probabilité p(V). On utilise pour cela le systéme complet d’événements (I,1) et

l'on a

_ - NS U U JO R TOUPN
p(V) =p(INV)+p(INV)=p@Dp(V) +pDpr(V) = 1 X 10 + 1 X 5 = 160 = 0.019div 10

] Il y a environ 1,9 % de chance qu’un stationnement irrégulier soit sanctionné \

2. 1l S’agit de calculer la probabilité conditionnelle py (I). Ne povant réinterpréter cette probabilité condition-
nelle, on utilise la formule mathématique définissant cette probabilité conditionnelle, ce qui nous donne :

3 1
pull) = p(VND) _pAnV) _p@p(V) _ 3 %60 _ 2
v p(V) P(V) p(V) 3 3
160

’ On a 2 chances sur 3 d’étre un contrevenant volontaire lorsqu’on est verbabilisé ‘

3. Pour k € [0,300], on note Ay, I’événement :

Ay : " étre verbalisé k fois verbalisés au cours de 300 stationnements irréguliers "

Au cours de ses activités professionnelles, un certain contrevenant volontaire se trouve 300 fois dans 'année
en stationnement irréguliers et a donc, chaque fois, une probabilité de 50 d’étre verbalisé.

Quelle est la probabilité qu’il soit verbalisé :
(a) Il s’agit de calculer p(Ag). A chaque stationnement, la probabilité de ne pas étre verbalisé vaut 1 — 50’
on a :

300
p(Ag) = (1 — 60) ~0.006 + 107

] On a environ 0,6 % de chance de ne pas étre verbalisé en 300 stationnements irréguliers \

1
(b) Il s’agit de calculer p(A;). A chaque stationnement, la probabilité d’étre verbalisé vaut 50 On choisit

I'un des 300 stationnements irréguliers ot 'on a va étre verbalisé ((**°) choix), la probabilité d’étre

verbalisé pour ce stationnement irrégulier vaut 50 et la probabilité de ne pas étre verbalisé pendant

1
les 300 — 1 = 299 autres stationnements vaut (1 — %)299, donc on a :

1 1 299
p(A)) = (3?()) (60) (1 — 60) ~0.040 +£1073

] On a environ 4 % de chance d’étre verbalisé une seule fois en 300 stationnements irréguliers

1
(c) Il s’agit de calculer p(Ajp). A chaque stationnement, la probabilité d’étre verbalisé vaut 50 °" choisit

10 des 300 stationnements irréguliers ou 'on a va étre verbalisé ((31600) choix), la probabilité d’étre

verbalisé pour ces 10 stationnements irréguliers vaut (%)10 et la probabilité de ne pas étre verbalisé

pendant les 300 — 10 = 290 autres stationnements vaut (1 — @)290, donc on a :

360 1 10 1 290
A = — 1—— ~0.1124+103
(A1) (10) (60) ( 60)

’ On a environ 11,2 % de chance d’étre verbalisé 10 fois en 300 stationnements irréguliers

14
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1
(d) Il s’agit de calculer p(Ag). A chaque stationnement, la probabilité d’étre verbalisé vaut 50 °" choisit

360

k des 300 stationnements irréguliers ot 'on a va étre verbalisé (( % ) choix), la probabilité d’étre

1
verbalisé pour ces k stationnements irréguliers vaut (@)’f et la probabilité de ne pas étre verbalisé

1
pendant les 300 — k autres stationnements vaut (1 — @)300*’“, donc on a :

wean, () () (-8)"

k 300—k
1 1
La probabilité d’étre verbalisé k fois en 300 stationnements irréguliers vaut (320) (60) (1 — 60>

15
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Exercice 14 (Edhec 2004)

1 1
1. (a) Calculons la limite lim f(x). Puisque lim — = +oo0, on en déduit que lim —— = —oo donc
z—0t z—0t T z—0t T
1
lim exp | —— ) =0 (car lim eX =0)et comme lim x =0, il est immédiat que lim f(x) =0=
z—0+t x X——o00 x—0t xz—0t

f(0) donc la fonction f est continue en 0.

(b) On étudie pour cela le taux d’accroissement en 0

— 0,
z—0t

X

1

T exp (—) -0

vz >0, flx) = f(0) _ z eXp< 1>
z—0 z—0

ce qui entraine que la fonction f est dérivable en 0 et que f'(0) = 0.

1 1
2. (a) La fonction x — —— est dérivable sur ]0, +oo[ donc la fonction z +— exp <—> Pest également. En
T T

1
outre, la fonction x — x est dérivable sur ]0, +00[, ce qui entraine que la fonction f : z +— zexp <>
x

est dérivable sur |0, +o0].

Vo >0, f'(z)=1xexp (i)mx < <3012>> exp <i> = exp <i>+313 exp (i) = exp (;) {

1l est alors immeédiat que f’(z) > 0 lorsque = > 0 (produit et somme de nombres strictement positifs)
1

1 1
(b) Puisque IETOO <_x) = 0, on en déduit que mEI—iI-loo exp (_x) = 1donc IETOO flx) = zgrilmxexp <_x
+00.

16
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Exercice 15 (EMlyon 97)

(a)

(b)

i. La fonction z — est dérivable sur R comme quotient de deux fonctions dérivables sur R

+
14 e”
dont le dénominateur ne s’annule pas sur R (somme de deux réels strictement positifs), ce qui
entraine que la fonction g est dérivable sur R comme différence de deux fonctions dérivables sur

Retl'on a:

(@) 1(1+e") — (14 x)e” L+e* —e® —ze® (14e%)? 1—ze” — (14 2" + e*)
xr) = — 1= - =
g (1+em)2 (1+e)2 (1+em)2 (1+e7)2

—ze® — 2eT — 2% x

B (14 e*)? :_(1+6I)2<x+2+€x)

ii. On suit le conseil de ’énoncé

() 1+ I+z—z(l4+e") 1—uze”

xTr) = —r = =

g 14 e” 1+e® 1+e®

:Puisque lim ze®* = — lim e® = 0, le quotient ci-dessus tend vers 1 donc lim g¢(z) =

1, ce qui implique que la droite d’équation y = 1 est asymptote en —oo & C,.
: on factorise les termes dominants au numérateur et au dénominateur.

1 1 1
x
— — 1 _
1—xe” ve < re® * ) —xe® T e +1 T e +1
g(x) = = == - X - = — PR 2 — — —00
1+e” e (e7* 4+ 1) er e v 41 ~— | e*+1 | a—+oo
——00
—_———
%1
1
—— 1
g(z) _ _LJF ~ 1
T e +1 z—+oo
1 1
—+1 it
(2) — (=) (2) + 1+x . 1+x x<x+) T erl

X)) —(—x = x xTr = —x xTr = = = — P A—

g g 1+e® 1+e® e®(e®+1) e e 41
Puisque lim i = lim ze ™ = lim e ® = 0 et que le quotient tend vers 1, on en déduit

z—+oo ¥ z——+00 T—+00
que lir+n [g(x) — (—z)] = 0. Autrement dit, la droite d’équation y = —z est asymptote en +oo
T—T00

acC,.
L’équation (E) est équivalente a ’équation g(x) = 0 avec x dans R.
La fonction g est continue sur Ry (méme justification que la dérivabilité en remplacant le terme
"dérivable" par "continue"a et strictement décroissante sur Ry (car ¢'(z) < 0 sur Ry d’aprés la

question 1.a)) donc la fonction ¢ réalise une bijection de Ry sur g(Ry) =] — 00, 1] (car g(0) = 1 et
lirjra g(z) = —oo d’apres la question 1.b)).
T—T00

Puisque 0 €] — 00, 1], on en déduit que I’équation g(x) = 0 admet une et une seule solution sur R
(existence et unicité de l’antécédent de 0 par g sur Ry ).

On compare les images ¢(0), g(xo) et g(1). On a :

1+1 2
= + —1=-=1<0 (e>2)
1+e e

g(0) =1, g(zo) =0, (x est solution de ’équation g(x) =0), ¢(1)

De fagon évidente, on a : g(1) < g(zg) < g(0) et puisque g est bijective et strictement croissante sur
R4, on en déduit que 0 < z¢ < 1.

17
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Exercice 16 (EMLyon 2000)

I Premier protocole

a) (X = k) signifie que le premier roi rouge apparait au k’*° tirage. Cela arrive au plus tard au 2n—1°m¢
g & g
tirage car il ne reste alors que les deux rois rouges.

Donc que I’on n’en a pas eu avant (E)et qu’au k™€ on en a un (R).
Donc (X:k') :El ﬂEgﬂ"'ﬂRk et

p(X=k) = p(E1) p(E2/E1)...p(Ex_1/EiN.. . Ex2)p(Rie/EtNE2N - NE;_1)
 m-2 Mm-3 m-2-(k-2) 2
- 2n 2n-—-1 2n—(k—2) 2n—(k—1)

car, par exemple, quand on a tiré déja Eq N...Eg_o il reste 2n — 2 — (k — 2) cartes qui ne sont pas
des rois rouges parmi 2n — (k — 2) cartes équiprobables.

Or(2n—2)2n—-3)...2n—k)=2n—-2)!/(2n—k —1)!
et (2n)(2n—1)...2n—k+1) = (2n)!/ (2n — k)! donc

2(2n —2)! (2n — k)! 2n — k

PX=k) = o T T i@, nen =)
(b)
B (X B 2n—1k - _Qn—lk o0 — k B 1 2n—1k ) .
(X) = Z p(X = )_Z n(2n—1)_n(2n—1)z (2n —F)
k=1 k=1 k=1
1 ! i 1 T @2n-1)(2n+1)dp—2+1)
- mem (L L) e (-
B 1 2n—-1)2n) (2n—-1)(2n)(4n—2+1)
T n@n-1) <2n 2 - 6 )
_ 2n(2n—1) dn—-1\ _/6n 4n—-1Y\ 2n+1
T a@n-1) (" 6 >2(6 6 > 3
(c) OnaGl:anetonadoncE(Gq):afE(X):af2n3Jrl

II Deuxiéme protocole

(a) Pour tout entier k € {1,...,n}, (Gy = a — k) signifie que 1’on a retourné un roi rouge au k**™¢ tirage.
Donc (Ge=a—k)=(X=k).

2n —k
(b) (Go = —n) signifie que 1'on a pas tiré de roi rouge jusqu’au n’®™* tirage.

Donc (Go=-n)=E;NEsN---NE, et

p(Ga=n)=p(Ey) -p(E2/E1)... En/E1NEaN---NE,_1)
_2n—2 2n-3 n—2—(n-1)

T 2n 2n—-1  2n—(n-1)

2n—-2)! nl n(n—1) n—1

T =2 @) 2m@2n—-1) 2@2n-1)

18
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(c) Comme les valeurs de Gy sont {a — k /k € [[1,n]]} U{—n} on a alors (courageusement)

E(G2) =Y (a—k)p(Ga=a—k)+(-n)p(Gs = —n)

- 2n — k n—1
:;(a_k)n(zn—l) "5 en 1)
n—1
2(2n—1)

:erz—l) [22<a_k)(2n—k)—n2(n—1)

k=1

= — (a—k)2n—k)—n

- . na— (2n+a 2 —n?(n— -
= @) [2;1[2 (2n +a)k + K (n—1)

1 n n n ]
= dnay 1-202n+a)y k+2) k2 —n*(n-1)
2n(2n—1)l ; ; ]; ]

S T {4n2a2(2n+a)n(n2+ 1) +2n(n+1)6(2n+1) *n2(n71)_

2n (2n — 1)
n (n+1)(2n+1) |
=—— |dna— (2 N — 2T pn-1
2n(2n—1){na @n+a)(n+1)+ 3 nn—1)]
+2n2+3n+1—3n2+3n_

3

=33 (2711_ D {(371 1a—2n(n+1)

1
6(2n—1) [

3(33n—1)a—6n(n+1) —n®+6n+1]

ko (an_ ) B(Brn—1)a—Tn*+1] =

3(3n—1)a— (Tn? —1)
6(2n—1)

III Comparaison des deux protocoles

On compare les gain moyens obtenus par les deux méthodes dans le cas o n = 16 :

2
E(G2) —E(Gy) = 3 (n 61()26:1(17)71 1)—a+2n;1
B 3(47)a7(7~25671)_a+2n+1
6(2n—1) 3
3(3n—1)a— (Tn? — 1) 2n+1
- 6(2n —1) et T3
BBn—1)—6(2n—1)]a— (Tn®>—1) +2(4n* - 1)
B 6(2n—1)
 3(—n+1Da+n*—1
6(2n—1)
 (n=1)(-3a+n+1)
6(2n—1)

doncsi a < (n+ 1) /3 alors la différence est positive et il vaut mieux choisir la méthode 2, sinon, la méthode
1 est préférable.
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